
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات   
اولمرحله   

۱۳66لمپیاد ریاضی سال ی ادوره پنجمین  

-                                   ۶                                      ۱۲۰ 

 تذکرات آزمون:

 پژوه گرامی، خواهشمند است قبل از پاسخ به سؤالات آزمون به موارد زیر توجه کنید:ضمن آرزوی موفقیت برای شما دانش

  است.دقیقه  ۱۲۰و وقت آن  ی تشریحیمسأله ۶این آزمون شامل 

 حساب در این آزمون غیر مجاز است.استفاده از ماشین 

  نیستهمراه داشتن تلفن همراه )حتی خاموش( در طول زمان آزمون مجاز. 

 ی سؤالات را با خود ببرند که تا پایان آزمون در جلسه حضور داشته باشند.توانند دفترچهفقط داوطلبانی می 

  انجام شده است.ی اجرایی ماخ کمیتهانتشار و بازتولید این سوالات توسط 
 

 

 

.حساب مجاز نیستماشیناستفاده از   
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5دوره  اولمرحله  ۱۳۶۶سال    

 ی المپیاد ریاضیی اول پنجمین دورههای مرحلهمسأله

 ۱۳۶۶ماه آموزان کشور، بهمندانش

 

 قطع  Dی را در نقطه ACرا ادامه دهید تا ضلع  BIخط بنامید. پاره Iی وسط آن را را رسم کنید و نقطه AMی میانه ABCدر مثلث        -1

 کند. ثابت کنید         

ABC AID
S S12  

)منظور از 
ABC
S  مساحت مثلثABC .)است 

 

 ح و مثبت و ـیـداد صحـاع nو  kنوشت. ) n2صورت توان بهبت را نمیـتوالی و مثـح مـحیـدد صـع kـع هیچمـل جــثابت کنید حاص       -2

  k   است(1

 

Pهای ایی چندجملههمه       -3 x(  را طوری تعیین کنید که اتحاد زیر برقرار باشد. (

( ) ( ) ( )xP x x P x1 12  
 

 مفروض است. ABCمثلث         -4

ها محاط باشد )یعنی از رئوس در آن ABCکه مثلث طوریتوان رسم کرد بهالاضلاع میشماری مثلث متساویی بیالف( ثابت کنید عده     

A ،B  وC شده قرار گیرد(.روی یکی از اضلاع مثلث ساخته 

 ماکزیمم باشد.شده مثلثی را تعیین کنید که محیط و مساحت آن الاضلاع ساختههای متساویب( از میان مثلث

 

fای نا صفر چندجمله       -5 x(  ی زیر برقرار باشد: را چنان تعیین کنید که رابطه (

f x f x f x( ) ( ) ( )2  
 

aاعداد صحیح و مثبت        -6 a n..., , ,2 و  1
n
a  را طوری تعیین کنید که 

n
a a a...1 2 1366  

ضرب و حاصل
n

a a a...1  ماکزیمم باشد. 2
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5دوره  اولمرحله  ۱۳۶۶سال    

 ی المپیاد ریاضیی اول پنجمین دورهحل مسأله های مرحله

 ۱۳۶۶ماه دانش آموزان کشور، بهمن

1-         

 

 

 

 

 

 

 

1برابر  AMCمساحت مثلث 
2

1نیز برابر  AICاست و مساحت مثلث  ABCمساحت  
2

ی آن است )زیرا قاعده AMCمساحت  

AI AM1
2

 هاست(.ارتفاع مشترک آن CH؛ و 

1برابر  AICپس مساحت 
4

1برابر  AIDکنیم که مساحت است. حال ثابت می ABCمساحت  
3

است. این دو مثلث دارای  AICمساحت  

ACارتفاع مشترک هستند. بنابراین، باید ثابت کنیم  AD3  یاAD
AC

1
3

را در  ACکنیم تا رسم می BCموازی  Iاز . برای این منظور، 

I  قطع کند. چونI  وسطAM  است، پسII
MC

1
2

IIیا  
BC

1
4

 ، داریم DBCو  DII. از تشابه دو مثلث 

(1                                              )
DI II DB DB

DB BC DI BI

1 4 4
4 1 3

  

DDو  AMCقطع کند. دو مثلث  Dرا در  BCکنیم تا رسم می AMخطی موازی  Dاز  C اند، پس متشابه 

(2                                         )      
DC DD DD

DD AM
AC IM IM

1
2 2

  

 (،1اند. پس بنابر )متشابه BIMو  BDDاما دو مثلث 

(1                                                        )
DD BD DD

IM BI IM

4
3

  

 (، داریم2( و )1بنابر )

DC

AC

1 4 2
2 3 3

  

 دیگرعبارتبه

AD AC DC DC
AC AD

AC AC AC

1
1 3

3
  

 

p ،pفرض کنید،        -2 p، . . . و 1 k 1 ،k  عدد صحیح مثبت و متوالی باشند و 
np p p k( ) ... ( )1 1 2  

 درنتیجه، 
nkp k( ... )1 2 3 1 2  

nk k
kp

( )1
2

2
  

(1                                                                    )nk p k( )12 2 

 کنیم.دو حالت را بررسی می

A 

A 

D 
A 

B 

M 

H 
C 

D” 

I 

 

D’ 

I 

 

I’ 
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5دوره  اولمرحله  ۱۳۶۶سال    

فرد باشد،  kالف( اگر 
k

p
1

2
تر از بزرگ kندارد ) kعامل فردی مانند  n2( غیرممکن است چون 1عددی صحیح است و بنابراین تساوی ) 

 واحد است(.

kزوج باشد، داریم  kب( اگر  l2شود:( چنین می1ی )، پس رابطه 

nl
l p

2 1
2 2

2
  

 یعنی
nl p l( ( ) )2 1 2  

pچون  l( )2  باید دارای عامل اول فرد باشد که غیرممکن است؛ پس حکم برقرار است. n2فرد است، پس  1

 

فرض کنیم         -3
n

P x P x( ) (  ت. ـر اسـذیـپشـبخ xبر  P(x)شود که باشد. از فرض مسأله نتیجه می nی ای از درجههـلـیک چندجم (

بنابراین 
n n n
P P x xP x) ( ) ( )1 nی ای از درجهیک چندجمله 1  است(. درنتیجه،  1

n n
P x x P x( ) ( ) ( )11 1 1  

 یا

n n
xP x x x P x( ) ( ) ( )11 1 1  

n n
x P x x x P x( ) ( ) ( ) ( )112 1 1 

بنابراین، 
n
P x( xبر  (  پذیر است. پس داریمبخش  1

n n
P x x x P x( ) ( )( ) ( )21 1 2 1  

n n
xP x x x x P x( ) ( )( ) ( )21 1 2 1 

n n
x P x x x x P x( ) ( ) ( )( ) ( )212 1 2 1 

بنابراین 
n
P x( xبر  (  توان نوشتپذیر است و میبخش 2

n n
P x x x x P x( ) ( )( ) ( )31 2  

 با ادامه دادن این روش خواهیم داشت

(1                                  )
n n

P x P x x x x x x P x( ) ( ) ( )( )( )...( ) ( )121 2 3 11    

 داریم -1xبه  xبا تبدیل 

n n
P x x x x x P x( ) ( )( )( )...( ) ( )121 1 2 3 12 1 

 یا

n n
x P x x x x x x P x( ) ( ) ( )( )...( )( ) ( )121 1 2 11 12 1 

 ( خواهیم داشت1ی )با استفاده از رابطه

n
x x x x x P x( ) ( )( )...( ) ( )1212 1 2 11 

n
x x x x x P x( )( )...( )( ) ( )121 2 11 12 1  

درنتیجه، 
n n
P x P x( ) ( )12 12 گیریم . می1

n
Q x P x( ) (  ؛ داریم 12(

Q x Q x( ) ( )1  
Qکه  x( nی ای از درجهیک چندجمله ( Qاست. اگر  12 x Q x c( ) .( Q)یعنی  ( x( ی صفر و برابر با ای از درجهملهیک چندج (

Qی یک مقدار ثابت باشد(، آنگاه رابطه x Q x( ) (  برقرار است. 1(

Qکنیم که حال ثابت می x c( Qی تنها حالتی است که رابطه ( x Q x( ) (  تواند برقرار باشد. اگرمی 1(
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5دوره  اولمرحله  ۱۳۶۶سال    

k k
k k k

Q x Q x a x a x a x a( ) ( ) . ...1
1 1  

kکه در آن  a0و  1 Q، آنگاه از 0 x Q x( ) (  شود.نتیجه می 1(
k k k k

k k
a x a x a a x aa a.( ) ( ) ... . ...1 1

1 11 1 

kxبا مساوی قراردادن ضریب   در دو طرف تساوی، خواهیم داشت 1

ka a a a0 1 1 0 0 

a0و این متناقض با  kاست. پس  0 Qو بنابراین،  0 x c(  . درنتیجه، (

P x cx x x x( ) ( )( )...( )1 2 11 
Pیعنی  x(  است. 12ی ای از درجهیک چندجمله (

 

 را در  و  رسم شود تا  Aنامیم. هر خطی که از می و  ها را دوایر کنیم و آنرسم می ABو  ACرا بر  060کمان درخورهای         -4

M  وN  قطع کند و آنگاه خطوطMC  وNB ای مانند همدیگر را در نقطهP  قطع کنند، مثلثMNP (. 1الاضلاع است )شکل متساوی

 Aی الاضلاع ماکزیمم شود کافی است ضلع آن ماکزیمم شود پس برای حل این قسمت کافی است از نقطهنهایت مثلث متساویدرنتیجه بی

( رسم و  ی )خط المرکزین دو دایره OOموازات خطی به Aکنیم هرگاه از ماکزیمم شود. ثابت می MNکه طوریخطی رسم کنیم به

 کنیم این خاصیت را خواهد داشت.
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5دوره  اولمرحله  ۱۳۶۶سال    

MNکه  باشد، آنگاه واضح است OOموازی  MNاگر  OO2  (.2)شکل 

MNنباشد،  OOموازی  MNولی اگر  OO2  (. زیرا اگر از 3)شکلO  وO  بهMN  عمود کنیم و پاهای عمود راP  وQ  ،بنامیم

 خواهیم داشت

MN
PQ OO MN OO2

2
  

 

 کنیمفرض می        -5
n

n
f x a x a x a( ) ... 1 0  

fهای در این صورت، درجه x( ) ،f x( fو  ( x( n ،nه ترتیب ب ( nو  1  هستند.  2

 :باید داشته باشیم

f x f x f x( ) ( ) ( )2 

nپس  n n( ) ( )1  . همچنین  = 3nو  2

x ax bx cx d ax bx c ax b, ( )( )3 2 28 4 2 3 2 6 2  

 شود.دستگاه معادلات زیر نتیجه می ،از اتحاد فوق

a a

b ab ab

c b ac

d bc

2

2

8 18

4 6 12

2 4 6

2

  

fپس از حل،  x x( ) 34
9

. 
 

هر یک از         -6
i
aگرفت زیرا  4تر از توان کوچکها را می

i i
a a( )2 و اگر  2

i
a 4 ،

i i
a a( )2 جای و اگر به 2

i
a  ِدو عدد 

           
i
a( کنیم که در بین د شد. حال ادعا میتر خواهضرب بزرگرا قرار دهیم، حاصل 2و  2(

i
a توانیم داشته نمی 2ها بیش از دوتا عدد

 باشیم زیرا
,3 3 2 2 2 2 2 2 3 3  

 تساوی را انتخاب کرد. درنتیجه با توجه به 3و  3توان اعداد می 2جای هر سه تا عدد پس به

1366 3 454 2 2  
 خواهیم داشت 

n a a a a a, ... ,1 2 454 455 456456 3 2  

454ضرب، یعنی ماکزیمم حاصل 23  خواهد بود. 2


